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Розглянуто модернізовану математичну модель для ідентифікації сузір’я навігаційних супутників 
GPS, GLONASS, GALILEO. Показано, що модель може бути застосована для більш адекватного 
визначення цілісності аеронавігаційних засобів. 
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Вступ  
Супутникові системи застосовують у багатьох 
галузях діяльності людини, особливо там, де є 
необхідність точного місцевизначення, моніто-
рингу та керування рухомими об’єктами. 
Супутникові радіонавігаційні системи GPS, 
GLONASS та системи нового покоління типу 
GALILEO в комплексі з наземними, космічними 
і бортовими функціональними доповненнями 
стають відповідно до історичних рішень ICAO 
основними засобами навігації і керування навіть 
у такій критичній з погляду безпеки галузі, як 
повітряний транспорт. 
Однією з найважливіших експлуатаційних 
характеристик системи, від якої залежить без-
пека польотів, є цілісність.  
Цілісність при використанні супутникових 
радіонавігаційних систем як основного навіга-
ційного засобу означає здатність системи 
виключити невірну супутникову інформацію з 
наступної обробки до того, як похибка у 
вихідних параметрах перевищить заданий поріг, 
тобто ізолювати супутник, що відмовив.  
Під відмовою супутника розуміють такий 
його стан, при якому використання радіонаві-
гаційних параметрів, обумовлених сигналом або 
сигналами цього супутника, погіршує точність 
визначення координат і часу споживачем до 
значення, що перевищує заданий поріг. 
Аналіз досліджень 
Проблемі цілісності та її складових в 
аеронавігації присвячена невелика кількість 
робіт.  
Результати досліджень [1; 2] вказують, що 
сучасні методики оцінки цілісності потребують 
модернізації для більш адекватного визначення 
цілісності аеронавігаційних засобів. 
Мета роботи − модернізація математичної 
моделі ідентифікації сузір’я навігаційних 
супутників GPS, GLONASS, GALILEO для 
оцінки цілісності аеронавігаційної системи. 
Модель спостереження 
Нехай є N спостережень відстані від спожи-
вача до супутників GPS: 
T
Nrrr ),,( 1)1(  , 
M спостережень від того ж споживача до 
супутників GLONASS: 
T
MNN rrr ),,( 1)2(  , 
а також К спостережень аналогічної відстані до 
супутників GALILEO: 
T
KMNMN rrr ),,( 1)3(  , 
де ir  – псевдовідстань до i-го супутника. 
Сукупний вектор спостережень 
TTTT rrrr ),,( )3()2()1( . 
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Нехай  
)0,,0,1,,1(1 
KMN
e ;  
)0,,0,1,,1,0,,0(2 
KMN
e ; 
)1,,1,0,,0(3 
KMN
e ; 
( )j
j biasW c t ,  
де 3,1j ; 
c – швидкість поширення радіосигналів; 
)( j
biast  – розходження шкал часу контрольно-
коригувальної станції та супутників j-ї групи. 
Якщо j = 1, маємо GPS, якщо j = 2 – 
GLONASS, якщо j = 3 – GALILEO.  
Приймаємо модель спостереження: 
3
1
( ) j j f
j
r F X W e S ; (1) 
T
KMN XFXFXF ))(,),((=)( ++1  ;  
2 2 2
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ;i i i iF X X x X x X x   
KMNi1 , 
1 ( )diag( , , )f f f N M KS  ,  
де 1 2 3( , , )
TX X X X  – координати споживача;  
2
fi  – дисперсія флуктуаційної похибки 
вимірювання псевдовідстані до і-го супутника; 
 – випадковий вектор з нульовим середнім 
та одиничною кореляційною матрицею; 
T
iii xxx ),,( 321  – координати і-го супутника. 
Вважаємо, що дисперсії 
2
fi  відомі з точністю 
до сталого множника 
2
0 36  (дисперсії одиниці 
ваги):  
2 2 2
0 ,fi i   
де 
2
i  – задані значення; 
1,i N M K . 
Для цього сузір’я супутників формуємо 
2
i .  
Нехай відомі паспортні значення дисперсій 
(номінальні дисперсії) для супутників різних 
сузір’їв: 3,1,36
2 jnj . Значення 1,3j  
відповідають GPS, GLONASS, GALILEO. 
Тоді покладаємо 
22
nji ,  
де 
.,1,3
;,1,2
;,1,1
)(
KMNMNi
MNNi
Ni
ijj  (2) 
Такий вибір моделі для дисперсій 
2
fi  
означає, що фактичні дисперсії флуктуаційних 
похибок можуть не збігатися з номінальними 
дисперсіями, але пропорційні до них  із неві-
домим множником 
2
0 . 
Модель (1) − це модель нелінійної регресії з 
невідомим шестивимірним вектором TTT WX ),( , 
де 
TWWWW ),,( 321 .  
Позначимо  
),,(diag= ++1 KMNS  . 
Якщо 6N M K , то зважений метод 
найменших квадратів призводить до мінімізації 
цільової функції: 
2
3
1
1
( , ) ( ( ) j j
j
Q X W S r F X W e , 
де 3 3, ,X WR R  ),0(R .  
Оскільки ˆ ˆ,X W  будуються як точки 
мінімуму функції ),(Q , маємо для X̂ , Ŵ  
систему з шести рівнянь: 
,0))((
2
1
;0))(()(
2
1
3
1
2
3
1
2
j
jj
T
j
j
j
jj
T
eWXFrSe
W
Q
eWXFrSXF
X
Q
 
де )(XF  − матриця Якобі вектор-функції )(XF ; 
TXF )(  − транспонована матриця. 
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Перевірка гіпотези 
Для перевірки гіпотези про нормальне функ-
ціонування навігаційної системи супутників, що 
знаходяться в зоні видимості, покладемо 
RSS
2
3
1
1
ˆ ˆ( ( ) )j j
j
S r F X W e . (3) 
У разі нормального функціонування системи 
супутників виконується 
2 2
0 0f , (4) 
а при порушенні цілісності: 
2 2
0 0f , 
де 
2
0f   відоме значення. 
Тепер розглянемо два випадки розподілу 
вектора . 
1. Вектор  має нормальний розподіл: 
),0( KMNIN , де KMNI   одинична матриця 
розміру KMN .  
Статистика RSS має наближений розподіл: 
RSS 
2 2
0 6 ,N M K  (5) 
де KMN  – сукупна кількість спосте-
режень; 
6 – кількість оцінюваних параметрів. 
Співвідношення (5) ґрунтується на теорії 
лінійної регресії [3], а також на тій обставині, що 
модель нелінійної регресії добре наближається 
відповідною моделлю лінійної регресії: 
;++)(′+)(= ∑
3
1=
ee f
j
jj SeWXXFXFr  (6) 
e-= XXX ,  
де eX  – еталонне значення.  
Модель (6) є насправді гарним наближенням 
до співвідношення (5), якщо стандартні 
відхилення похибок 
2
fi  невеликі порівняно з 
істинною відстанню 
0( )iF X , де 0X  − істинне 
значення координат споживача. 
Якби значення 
2
0  було відомим, то під час 
виконання нерівності 
2
62
0
RSS
( )N M K , 
де )(
2
6KMN  − відповідна квантиль закону 
2
6KMN , тобто 
,)( 2 6
2
6 KMNKMNP  
відкидалась би гіпотеза про нормальний режим 
функціонування. Довірча ймовірність 1 , як 
правило, становить 0,95. 
За умови (4) маємо: 
2 2
0 0
RSS RSS
.
f
 
Гіпотезу про нормальний режим відкидаємо, 
якщо  
2
62
0
RSS
( ) .N M K
f
 
У разі такого підходу для похибки І роду 
маємо: 
.)(
есправедливН)(
RSS
есправедливННвідхилити
2
6
2
6
0
2
62
00
KMNKMN
KMN
o
P
P
P
 
2.  Нехай закон розподілу  невідомий, 1  
– довірча ймовірність. За умови істинності 
моделі (1) маємо за аналогією з лінійною 
регресією 
2
0
RSS
( ) .T N M KI P  
де PI KMN  – симетрична матриця рангу 
6KMN , яка відповідає деякому оператору 
проектування.  
Тоді 
2
0
RSS
( )
trace( ( ) )
trace(( ) )
trace(( ) )
trace( ) 6.
T
N M K
T
N M K
T
N M K
T
N M K
N M K
E E I P
E I P
E I P
I P E
I P N M K
 
Ми скористалися тим, що )( PI KMN  – це 
проектор на деякий підпростір розмірності 
6KMN . 
Отже,  
2
0
RSS
6.E N M K  
Тоді за умови істинності моделі маємо за 
нерівністю Чебишова, якщо 0c : 
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2
0
2
0
RSS
RSS 6
E
N M K
P C
C C
. 
Нехай  
C
KMN 6
.  
Тоді  
6KMN
C . 
Якби 
2
0  було відоме, то якщо 
2
0
RSS 6N M K
, 
ми б відкидали гіпотезу Н0 про нормальний режим.  
З огляду на умову (4) за критерій відхилення 
Н0 беремо нерівність 
2
0
RSS 6
f
N M K
. 
Тоді для похибки I роду матимемо 
0
0
0 0
02
0
02
0
відхилити Н Н справедливе
RSS
Н справедливе
RSS
Н справедливе
6
.
H
f
H
P
P C
P C
N M K
 
Визначення працездатності  
навігаційних супутників 
Нехай гіпотезу Н0 відхилено. Визначимо, які 
супутники системи працездатні. Суму (3) запи-
шемо у вигляді: 
2
3
, ( )2
1 1
1 ˆ ˆRSS ( ) ,
N M K
i i j j j i
i ji i
r F X W  (7) 
де )(, ijj   символи Кронекера: 
інакше,,0
;3,,1 якщо,1
;2,,1 якщо,1
;1,,1 якщо,1
)(,
jKMNMNi
jMNNi
jNi
ijj  
де j(i) задано формулою (2). 
У сумі (7) розташовуємо доданки в порядку 
спадання: 
∑
++
1=
)(RSS=RSS
KMN
p
pi
, 
де )(,),1( KMNii    деяка перестановка 
номерів KMN,,1 . 
Далі вилучаємо дані супутника з номером 
)1(i . Вектор )1(i-r  отримуємо з вектора r 
вилученням координати з номером )1(i .  
Для вектора )1(i-r проводимо перевірку гіпоте-
зи про те, що всі інші супутники (без )1(i -го) пра-
цюють нормально. Якщо гіпотезу підтверджено, 
то зупиняємось. Інакше в новій сумі квадратів 
залишків знову впорядковуємо доданки за спа-
данням, вилучаємо дані, що відповідають най-
більшому доданку, знову перевіряємо гіпотезу 
про нормальне функціонування системи супут-
ників – цього разу без двох супутників тощо. 
На виході процедури залишиться підмножина 
початкової системи супутників, для якої 
приймається гіпотеза про нормальне функціо-
нування, а для всіх інших супутників системи 
робиться висновок про їх несправність. 
Висновки 
Запропоновано модернізовану модель для іден-
тифікації сузір’я навігаційних супутників GPS, 
GLONASS, GALILEO. Ця модель дозволяє вилу-
чати невірну супутникову інформацію з наступ-
ної обробки до того, як похибка у вихідних пара-
метрах перевищить заданий поріг, тобто адекват-
но оцінювати цілісність аеронавігаційних засобів. 
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